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، ب إذا كان للدالة د قيمة  h، ب ثابتان أوجد قيمتي  hحيث  4+ ب س +  2سh+  3إذا كانت د)س(= س

  1ونقطة انقلاب عند س =  2صغرى محلية عند س = 

 ====================== الحل ================================

 

 

 

  0=  3 –س 2، ص +  6=  2لمحصورة بين المنحنيين ص + سأوجد مساحة المنطقة المستوية ا

 ====================== الحل ================================

 

 

 

 

 

 

 

 

  2اوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = س
س 2والمستقيم ص =                

لحل ====================================================== ا  
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  0س ص =  4+  َص 2+  َ َس فأثبت أن س ص 2إذا كان س ص = حا

 ====================== الحل ================================
) باشتقاق الطرفين بالنسبة الى س (       س2س ص = حا  

س 2حتا  2+ ص =  َس ص    

س 2حا 4 -=  َ+ ص  َص  + َ َس ص   

س ص  4 -=  َ+ ص  َ+ ص  َ َس ص    

  0س ص =  4+ َص 2+  َ َس ص  

 عين فترات التحدب لأعلى وفترات التحدب لأسفل ونقط الانقلاب ) ان وجدت( لمنحنى الدالة د : 

(1 –د)س( = ) س                                         
4

  +3   

============= الحل =========================================  

(1-)س4)س( =  دَ 
3

  

(1-)س 12)س( =  َ دَ 
2

 

  1س =  E                0)س( = َ َبوضع د 

الفترتين  فيالمنحنى محدب لأسفل   

ة انقلاب ط] وليس له نق     ،1  ] ، [1  ،   ]-  

 

 

 

 

 

 

 صفر

+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + 

 س

 د)س(

)س( دَ   
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2س – 4  3[ حيث د)س( = 2،  0الفترة ]  فيالمطلقة للدالة د  عين القيم القصوى  

 ====================== الحل ================================

  =  التربيعيتذكر أن : مشتقة دالة الجذر 

=                   ×  3)س ( =  َ د  

 

J  [0  ،2  ] 0،   0عندما س =  0)س( =  َ د  

  2-، س =  2ا س = )س( غير معرفة عندم َ د

[ 2،  0]    2-[  بينما  0  ،2]  J 2خدبالك :   

  0( = 2، د) 6( = 0د)

2ولها قيمة صغرى مطلقة وذلك عند س =  0وذلك عند س =  6الدالة لها قيمة عظمى مطلقه هي   

رأسياً إلى أعلى فع طرفه الآخر أمتار مثبت بمفصل في الأرض عند أحد طرفيه ، فإذا رُ 5قضيب طوله 

/ دقيقة . أوجد معدل تناقص طول مسقط القضيب على الأرض عندما يكون  رمت 1بوسطة ونش بمعدل 

   أمتار  3ارتفاع هذا الطرف 

 ====================== الحل ================================
م / د 1=                 

فين بالنسبة للزمنباشتقاق الطر 25=  2+ ص 2من هندسة الشكل س  

  4، من العلاقة السابقة يكون ص =  3عندما س = 

  0=  ص       2+        س 2

2  ×3  ×1   +8         =0   

متر / د    6  +8           =0                     E         =-  

الجذر  مشتقة ما بداخل  

الجذر 2  
س    2-

2س – 4         2 

س    3-

2س – 4          

 

متر  5  

 س

 ص
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  ما يمكنع الذى يجعل مساحته أكبر سم فأوجد قياس زاوية القطا 12=  دائرياذا كان محيط قطاع 

 ====================== الحل ================================
نق + ل 2تذكرأن : محيط القطاع الدائري =   

 مساحة القطاع الدائري = نق ل  

 

 

 

 

 

 

 

الحائط بمعدل  سلم الى أسفلسم على حائط رأسي ، فإذا انزلق الطرف العلوى لل 250يستند سلم طوله   

سم من الحائط أوجد  70سم / ث عندما يكون الطرف السفلى للسلم على بعد 10  

( معدل انزلاق الطرف السفلى للسلم 1)  

( معدل تغير قياس الزاوية بين السلم والأرض 2)  

 ====================== الحل ================================
افة بين الطرف السفلى للسلم والحائط الرأسينفرض أن س هي المس  

للسلم والحائط الرأسي العلوى هي المسافة بين الطرف نفرض أن ص   

2(250= )  2+ ص 2من نظرية فيثاغورث   س  

 باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة  للزمن

( 2)÷   0ص        = 2+        س 2   

2 

2 

(1)  
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   0س        + ص        = 

 

سم / ث  10 -=        الطرف العلوى ينزلق يعنى أن وهذا      

( 1بالتعويض فى المعادلة ) 70عند س =   

E  = 240ص   

=        سم / ث               ) أولًا(         E(           2) فيبالتعويض    

قياس زاوية ميل السلم على الأرض  cنفرض أن    

فين بالنسبة الى ن باشتقاق الطر            =  cحا   

  c       =                                ×       =       ×- 10حتا 

   

       = -  

زاوية نصف قطرية / ث      أى أن قياس الزاوية يتناقص بمعدل

 

 

 

 

 ====================== الحل ================================

س    2صt t=  من الدوران حول محور السينات الناشئزء حجم الج

[ س2] هـ   ( =  2-هـ – 10هـ )          س   . س2هـt t( =  2-هـ – 10هـ )        

  5(          ك =  ك2= هـ 10هـ )(          2-هـ – ك2هـ )( =  2-هـ – 10هـ )

(2)  

250 
 ص

c 
  250ن

 ص 1
  250ن

70 c 
  250ن

1 

c 
 ن

240 
7 

 
 / ث 

 ك

t 
2 

-1  
 ك

-1  -1  
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+ ص عند النقطة التي احداثيها  2س = س هـص . لو هـ+ لو 2 نىللمنح والعموديأوجد معادلة المماس 

   1السيني = 

 ====================== الحل ================================

( 1+ ص    بالتعويض عن س بـ ) 2س = س هـص . لو هـ+ لو 2  

+ ص  1+ صفر =  2  

(  1،  1نقطة التماس ) E                         1ص =   

 بالاشتقاق بالنسبة الى س 

   dس +d  =2×     ×س  هـلو×      + ص  هـلو

(1،  1عن النقطة )  

  d              d =-2+ 1×  2صفر = 

 ه = وميل العمودي علي 2-ميل المماس =   

معادلة العمودى                                                            معادلة المماس هي   

ص –ص 
1

س –= م ) س  
1

ص –ص                                       (  
1

س –= م)س  
1
 )  

(  1 –) س     =  1 –ص                                               ( 1 –) س 2-=  1-ص     

    0=  1ص + 2 –س                                                 0=  3 –س + ص 2      

 س
1 

 ص
1 
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 أوجد مشتقة  2عند س =              بالنسبة الى    5+ 2س

 ====================== الحل ================================

 نفرض ص =     ، ع =            5+ 2س

E   المطلوب  

          =            ÷    

 

   =                     2التعويض عن س بـ ب                     =         

 

   =                     2=                     بالتعويض عن س بـ                     =       

 

5   =    ÷         =  
 

  أوجد د)س(    2 –س 9+  2س7+  3)س( = سَ َ)س( + د  َد)س( + د  إذا كان

=============== الحل =======================================  
 نفرض د)س( حسب أكبر درجة موجودة في الطرف الأيسر 

(1+ حـ س + د        ..........) 2+ ب س 3سhنفرض د)س( =   

( 2ب س + حـ             ...........)2+  2س3h)س(=  دَ           

( 3( ، )2( ، )1بجمع )(3..........)               ب           2س + 6h)س( =  َ دَ         

( 5.....)  ب + حـ( س + حـ + د 6h  +2+ ) 2+ ب(س 3h+ )  3سh)س( = َ َ)س( + د  َد)س( + د   

( 6...........)                           2 –س 9+  2س7+  3)س( = سَ َ)س( + د  َد)س( + د     

  2س + 
 س

  2س + 
 س

 ص
 ع

 ص
 ع

 ص
 س

 ع 
 س

 5+  2س  

س2  ص 
 س

 ص
 س

 ع 
2( 2)س +  س  

س  – 2س +   

2( 2)س +   

 ع           2
 س

 ص
 ع
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( 6( ، )5بمقارنة معاملات المعادلتين )  

 h  =1               ،3h  = 4ب =               7+ ب = 3             7+ ب E 

6h  +2 = 9ب + حـ  

  5 -حـ =                9+ حـ =  8+  6

  2-حـ + د  = 

  3د =                     2-+ د =  5-

 

 

أحد المنازل . أوجد طول أقصر سلم يصل من الأرض الى المنزل عن  متر3متر ويبعد  3جدار ارتفاعه  

 مرتكزاً على الجدار

====================== الحل ===============================   
 نفرض طول السلم = ل ، ارتفاع قمة السلم عن الأرض = ص ، بٌعد طرف السلم السفلى عن الجدار = س 

  2+ ص 2(3 = )س + 2من نظرية فيثاغورث ل

=       نجدأن  من تشابه المثلثين الأصغر والأكبر  

1-س9+  3ص =   

=   َ ص  

  2( 3+ ) س +  2= ص 2ل

   (  3) س + 2+   َ ص× ص 2=  لَ × ل 2 

( )         ( 3)س+ 6(+ 3)س+2)        ( = (       +  3) 2( + 3) س+ 2=  لَ  ل2   

  3) مرفوض (  أو س = 3 -نجدأن س =   0=  َوضع ل ( ب        - 1() 3)س+ 2=  لَ  ل 2

ثم اكمل الحل    

 E 3س + 5 – 2س4+  3د)س( = س 

 

  3س + 
 س 

   2س

       

-9  

 ص    
2 

م3  

م3

 تر
9 
   2س س

       

-9  
   3س

       

-9  

   3س

       

27 
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 ارسم شكلًا عاماً لمنحنى الدالة المتصلة د الذى يحقق الخواص الآتية

3( = 0( د)1)  

  0( = 2-) َ( = د 2) َ( د 2)

  2> س >  2-عندما  0)س( >  َ( د 3)

0عندما س>  0)س(<  َ َ،  د  0عندما س <  0)س( >  َ َ( د 4)  

====================== الحل ===============================    
e (0د = )3                                         E ( تنتمى لمنحنى الدالة 0،3النقطة )  

 e 0( = 2-) َ( = د 2) دَ  

2-، س =  2للمنحنى نقط حرجه عند س =   E 

لمماس يوازى محور السيناتوعند هاتين النقطتين ا  

]  2،  2-الدالة تزايديه في الفترة [           2> س >  2-عندما  0)س( >  دَ    

  0المنحنى محدب لأعلى عندما س <                0عندما س <  0)س( >  َ دَ 

  0المنحنى محدب لأسفل عندما س >                0عندما س >  0)س( <  َ دَ 

( هى نقطة انقلاب  3، 0نقطة )وبالتالى ال  

 

س  فأوجد     د)س( .  4س =   ،      د)س( .  3س  =   د)س( .    إذا كانت د دالة متصلة على ح ،   

====================== الحل ===============================    

 1=  3 – 4س =  د)س( .     -س    د)س( .    =  س  د)س( .        

 1-=  س  د)س(.         

 

2 -2  

3 

j 

 

 

 

3 

 

 

4 

 

 

j 

 

 

 

3 

 

 

5 

 

 

j 

 

 

 

5 

 

 

4 

 

 

j 

 

 

 

4 

 

 

5 

 

 

j 

 

 

 

3 

 

 

5 

 

 

j 

 

 

 

3 

 

 

5 

 

 

j 

 

 

 

3 

 

 

4 

 

 j 

 

 

 

5 

 

 

4 
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إذا كان ميل العمودي على المماس لمنحنى الدالة د)س( هو                فأوجد القيم العظمى والصغرى 

(  1-،  2-المحلية لمنحنى الدالة د ونقط الانقلاب ان وجدت علماً بأن المنحنى يمر بالنقطة )   

====== الحل ===============================================    
 e  العموديميل  =  

 E 3 – 2س3=  (  2س3 – 3) -ميل المماس =  

س + ث 3 – 3س  = س    ( .  3 – 2س3) j د)س( =

(  1-،  2-المنحنى يمر بالنقطة )   

     1ث =   E+ ث                           6+  8-=  1-

  1س + 3 – 3د)س( = س

س 6)س( =  َ دَ ،                                           3 – 2س3س( = ) دَ   

  0)س( =  َنضع د 

  E  = 1 #س  

                                   0 > 6-( =  1-) َ دَ                                         0<  6( =  1) َ دَ 
           

محلية ظمى ع 1-عند س =                     صغرى محلية 1عند س =    
3=  1+  3+  1-( = 1-د)                         1-=  1+  3 – 1( = 1د)  

  ( نقطة عظمى محلية (  3،  1-)                            ( نقطة صغرى محلية1-،  1)

  0نجد أن س =     0)س ( =  َ َبوضع د 

]  l  ،0 –[ المنحنى محدب لأعلى فى الفترة   

]  l،  0ومحب لأسفل فى الفترة [   

( هى نقطة انقلاب  1،  0النقطة )    

1 

  2س3 – 3

1 

  2س3 – 3

 صفر

- - - - - - - - - - + + + + + + + + + 
)س ( َ دَ   
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+ لو 1)  = ص َ َص = س س فأثبت أن ص  إذا كان
هـ 

   1-س+ س  2س (

 

====================== الحل ===============================    

ص = س  
س

بأخذ لو  
هـ

للطرفين   

لو
هـ

ص = لو 
ـه

س  
س

لو                        
هـ 

ص = س لو
هـ 

س   

 باشتقاق الطرفين بالنسبة الى س 

لو×      + = س   َص ×          
هـ

س    

لو+  1=           
هـ

س     

لو+  1= ص )  َص    
هـ

( 1.......... ) س  (  نشتق الطرفين مرة أُخرى بالنسبة الى س    

لو+  1) َص ×        + = ص   َ َص   
هـ

س  (     

س =  َ َ ص 
س

س ×   
-1

لو+  1) َص  +  
هـ

(  2( فى)1( بالتعويض من)2س  ( ...............)   

س =  َ َ ص
س

 
-1

لو+  1ص ) +  
هـ

لو+  1س  ( ) 
هـ

س  (     

س =  َ َ ص 
س

 
-1

لو+  1ص ) +  
هـ

2س  (    

 

 

 

 

 

ص 

     

    

1  
س  

     

   

1  

ص 

     

    

 َص 

  

س  

     

   

1  
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:  

 

 
 

=============================================== الحل ======    
 

 

 

 

 

 

 

 

دالة فردية  َ َإذا كانت ص = س حتاس فأثبت أن  ص   

====================== الحل ===============================    
س حاس   –حاس  = حتاس  -× = حتاس + س  َص   

) س حتاس + حاس (  –حاس  -=  َ َص   

س حتاس   –حاس 2 -حاس =  –حتاس س  –حاس  -=  َ َص    

س ((  -حتا ) × س  -)  –س (  -حا )  2-س ( =  -)  َ دَ   

)س(  َ دَ  -حاس  + س حتاس =  2=                 

              E دالة فردية  َ  َ َ ص  
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====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

\ 
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====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

====================== الحل ===============================    
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t نق
3  خدام التكامل أثبت أن حجم الكرة =  باست  

====================== الحل ===============================    
 الكرة تنشأ من دوران نصف دائرة دورة كاملة 

  2= نق 2+ ص 2معادلة الدائرة هى س

  2س – 2= نق 2ص  

س ( .  2س – 2) نق      tس  =   . 2ص    tح =   

نق 
3 t = [(  3نق   +   3نق -)  –(  3نق     - 3) نق] t =    [ 3س    -س  2نق ]ح = 

 

نق - نق و  

 نق

 

 

نق -  

 

 

j 

 

 

 

 نق

 

 

نق -  

 

 

j 

 

 

 

 نق

 

 

نق -  
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، ب ثابتان وللمنحنى نقطة انقلاب  hس + ب حيث  h=  َ َأوجد معادلة المنحنى ص = د)س( إذا كان ص    

ة ( ثم أوجد موقع القيمة العظمى المحلي 0،  2( وقيمة صغرى محلية عند )1،  0عند )  

====================== الحل ===============================    
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====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

س  قتا ظتاسtأوجد 
3

س .   

لحل ===================================================== ا    

س  ظتا س قتاس قتا tس  = 
2

 . س  tقتا ظتاس
3

س .   

=                 + ث  س  ) دالة (tتذكر أن 
ن

  . مشتقتها×  

قتا 
3

س + ث    -س  =   t ظتا س قتاس قتا
2

. س  

 

 

 

قتاس ظتاس  -تذكران مشتقة قتاس هى  
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===================================== الحل ================    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

س س لوtأوجد 
هـ

  س .  

====================== الحل ===============================    

ع=س.س لو  ص=                              كالتالينستخدم التكامل بالتجزىء 
هـ

   س           

2س 
                                                                                                    

+ ث  2س   لو2س
هـ

 -س   =  س  . س لو  2س
هـ 

t -س   =  س  س لوtأوجد 
هـ

  س .  

 

 س
1 
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h(-1  ،1 )عند النقطة  0=  1+  2س ص + ص3 – 2للمنحنى س والعموديالمماس  معادلتيأوجد   

ب جـ بالوحدات المربعة   hعا محور السينات في النقطتين ب ، جـ فاحسب مساحة المثلث وإذا قط  

====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

س [ . 4 –)س(   2احسب قيمة     ] د)س( +  3س =  . )س( ،      7س =   د)س( .     إذا كان  

====================== الحل ===============================    

 3-=  س . س(            

س  .  4     -س  .)س(     2+  س . د)س(

س [4]  -  6 – 7=                         

                     =7 – 6 -12  =-11  

j 

 

 

 

1 

 

 

4 

 

 

j 

 

 

 

4 

 

 

1 

 

 

j 

 

 

 

1 

 

 

4 

 

 

j 

 

 

 

1 

 

 

4 

 

 j 

 

 

 

1 

 

 

4 

 

 

j 

 

 

 

1 

 

 

4 

 

 

j 

 

 

 

1 

 

 

4 

 

 

1 

 

 

4 
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س  .  1+س2    2س tأوجد 

====================== الحل ===============================    

ع =س ع .                    س   .2ع =   ع . 2                  1س + 2=  2بوضع  ع  

  فإن س =  وبالتالي  

ع             ع .  × ع × t(   )2س  =     .  1س+2   t 2س  

ع  t ( .  2+ ع 4ع2 – 6) ع  =  ع  .2ع        t 

+ ث  (3 ع   +  5ع   - 7ع  (   

 =  ث + [×                 +                  2 -                  ] 

 

س  . | 2 –س  |    أوجد   

============================================= الحل ========    
ثم نعيد تعريف المقياس كالتالي  2نجد أن س =     0=2-بوضع س  

س (. 2 –س +   )س   س(. - 2=    )س   . | 2 –س  |       

 6.5=  4.5+  2(( = 2-) – 2.5+ )  2=   س [ 2 – 2س [   + ]  2س    -س 2= ] 

 

 1- 2ع

        

        
  

2 

 1- 2ع

        

        
  

2 

   1+  2ع2- 4ع
                 4 

7 

(1س+2)
7

   

5 

(1س+2)
5

   

3 

(1س+2)
3

   

j 

 

 

 

0 

 

 

5 

 

 

=  د)س(  

2 ، س    2 –س   

2 س ، س   – 2  j 

 

 

 

0 

 

 

5 

 

 

j 

 

 

 

0 

 

 

2 

 

 

j 

 

 

 

2 

 

 

5 

 

 

0 

 

 

2 

 

 

2 

 

 

5 
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======== الحل =============================================    
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( يقطع المنحنى مرة أخرى عند حـ .  3،  1عند النقطة ) 2س – 4إذا كان العمودي للمنحنى ص =   

 أوجد معادلة المماس عند النقطة حـ 

========================================= الحل ============    

س  d =-2نوجد ميل المماس   

 d( 3،  1عند النقطة  = )-ميل العمودي =                                2  

( 1س –= م) س  1ص –ص  هيمعادلة العمودي   

(  1 –) س      =  3 –ص                           

 معادلة العمودي هي س – 2ص + 5 = 0 

 نحل المعدلتين س -2ص + 5 = 0 ، ص = 4 – س2 سوياً

  0=  5+  2س2+  8 –س 

  0=  3 –+ س  2س2

  0( =  1 –( ) س  3س + 2)

 اما س = 1 وبالتالي ص = 3                              النقطة الأولى ) 1 ، 3 ( معطى في الاساس 

)  ،  -النقطة الثانية )            ص =  اليوبالت      -أو س = 

d3= الثانية قطة عند الن                                

 معادلة المماس هى ص – ص1 = م) س – س1 (

  0=  25ص + 4 –س 12               
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  أوجد 

(1  )t                    (2) t            
    

============================= الحل ========================    
(1 )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2 )  

 

 

 

 

 

 

س هـ 
س

  

( 1) س + 
2

  
 س

س4  
 س

3 
  1س + 2 
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س قاص 2حتا4طاص =  2( َ) ص  – َ َص  فأثبت أن  0س = 2إذا كان حاص + حتا  

====================== الحل ===============================    
باشتقاق الطرفين بالنسبة الى س  س = 2حاص + حتا  

باشتقاق الطرفين بالنسبة الى س  0س = 2حا 2 -  َص × حتا ص   

  0س = 2حتا 4 – َص × حاص  -×  َ+ ص  َ َص × حتاص 

حتا ص ( ) ÷     0س = 2حتا 4 –حاص  2( َ) ص  - َ َص × حتاص   

0س قاص = 2حتا4 -طاص  2( َ) ص  – َ َص   

س قاص2حتا4طاص =  2( َ) ص  – َ َص   

من المادة المطبوعة بحيث يكون عرض كل من  2سم 800ق مستطيل الشكل يحوى يُراد تصميم مُلص

سم ، ما بعدا الملصق اللذان يجعلان 5سم وكل من الهامشين الجانبيين  10الهامشين العلوى والسفلى 

 مساحته أصغر ما يمكن ؟

====================== الحل ===============================    
ملصق س ، صبفرض بعدى ال  

ص =                  800س ص =    

( 10() ص + 20مساحة المستطيل = ) س +   

  200ص + 20س +  10م = س ص +    

  0<  َ َنجد أن ص   40عند س =                               1-س  1600س + 10+  1000م =   

  ما يمكنتجعل المساحة أصغر  40عند س =                                                  2-س 1600 – 10=  مَ  

سم  30سم ،  60بعدا المستطيل هما                                   40نجد أن س =     0=  َبوضع م   

3-س 2300=  َ مَ   

 س

 ص

10 

10 
5 5 

800 
 س
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سم بحيث 12ارتفاعه سم و16أوجد بعدى مستطيل له أكبر مساحة يمكن رسمه داخل مثلث طول قاعدته 

 ينطبق بأحد أضلاعه على قاعدة المثلث وتقع رأسا الضلع المقابل على الضلعين الآخرين للمثلث 

====================== الحل ===============================    

 ( 1.......... )    = س ص     مساحة المستطيل

 يجب علينا ايجادعلاقة تربط بين س ، ص

ب جـ    هـ      من هندسة الشكل نجد أن 

           =     

س 16 – 12×  16ص = 12  

( 1بالتعويض فى ) س ( – 12)    ص =    

 2س      =  - س16=  س ( – 12س )  

َ  =0     بوضع                س     – 16=  َ 

  6س =  

َ َ   <0  نجدأن  6س  بالتعويض عن س = 8 – 32=   َ َ  نوجد 

  (12 – 6 = )8  تكون المساحة أكبر ما يمكن     ، ص =   6عند س =   

 

 

 

 

 

 ص
16 

س – 12  
12 
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س  لو t باستخدام احدى طرق التكامل أوجد 
هـ

  .  س 

====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

) حتاس ( إذا كانت د)س( =اختر :  
تاسح

( = .................0) َفإن د      

   2-)د(                      3-)جـ(                       1-)أ( صفر                           )ب( 

====================== الحل ===============================    
 e   = )حتاس(حتاسص 

E لو
هـ

= لوص  
هـ

)حتاس( 
  حتاس

 
 

لو 
هـ

لو× = حتاس  ص 
هـ

باشتقاق الطرفين بالنسبة الى س حتاس    

1-ص 
لو× حاس  -=  َص ×  

هـ 
ص (  × حاس    )  -×         × حتاس + حتاس   

لو× حاس  -× = ص  َص  
هـ

  0حاس    بوضع س =  –حتاس  

لو ×  0× = ص  َص 
هـ

  0صفر  =  – 1 

 

 

 حتاس

1 
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                                       ذا كانت د)س( =إ

 أوجد 

( القيم العظمى والصغرى للدالة 1)  

س (    د)س( . 2)  

====================== الحل ===============================    
 

=  )س( دَ    

 

  2( =  -0) َ،    د       2( = +0)  دَ 

  0)س( = َبوضع د 

0س  2 – 2          ،          0س = 2+  2  

  1س =    ،                       1-س =   

 

  1-قيمتها  1-الدالة لها قيمة صغرى محليه عند س = 

1قيمتها 1محليه عند س =  عظمىالدالة لها قيمة   

[ 3س   - 2س ]+  [ 3س  +  2س]س =   (.  2س –س 2)    س +   ( .2س + س2)             

  =-  

 

 

س + س2
2

  0عندما س >     

0 س -س 2
2

عندما س       

j 

 

 

 

-1  

 

 

3 

 

 

  0س    عندما س > 2+  2

   0<  عندما س     س2 - 2

+     + + + + + 

-1  

 صفر

- - - 0

0 

- -   - 

 س

 د)س(

)س( دَ   

1 

 صفر

- - - 0

0 

- -   - 

j 

 

 

 

-1  

 

 

0 

 

 

j 

 

 

 

0 

 

 

3 

 

 

-1  

 

 

0 

 

 

0 

 

 

3 
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+ لو 2للمنحنى  والعموديأوجد معادلة المماس 
هـ 

. لوص 
هـ

احداثيها  التي+ ص عند النقطة  2س = س 

  1=  السيني

====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

 

( = .............3) َ ََفإن د  5-( = 3)س( = س د)س(  ، د)َاختر : إذا كانت د   

        27)د(                      50 –)جـ(                              15)ب(                           4)أ( 

====================== الحل ===============================    
)س( = س د)س(  دَ   e 

E  َ15-=  5-×  3=  (  3د) × 3( = 3)د  

)س( + د)س( َس . د )س( =  َ دَ   

  50 -( = 5-+ ) 15-×  3( = 3( + د)3)دَ ×  3( = 3) َ دَ 

 



التفاضل والتكامل                           سلسلة الابداع فى الرياضيات                               المراجعة النهائية        
   

 

01226870707-01005751300اعدادالأستاذ / هشام ابراهيم أبو قمر                                                
29 

سم فإذا كان معدل تزايد  12،  4،  3قطعه من الثلج على شكل متوازي مستطيلات أبعاده في لحظة ما هي 

سم / ث فإذا 3ومعدل تناقص البعد الثالث = سم / ث 1سم / ث ومعدل تزايد البعد الثاني 2البعد الأول 

 علمت أن القطعة تظل محتفظة بشكلها  . أجب عن أحد السؤالين الآتيين 

( أوجد معدل تغير حجم قطعة الثلج في نهاية الثانية الثانية 1)  

( أوجد معدل تغير المساحة السطحية لقطعة الثلج في نهاية الثانية الثانية2)  

===== الحل ================================================    
ن ( 3 – 12ن( ، )  + 4ن( ، ) 2+  3( بعد مرور ن ثانية تكون الابعاد كالتالي ) 1)  

  3ن6 – 2ن9 -ن  96+  144=  ن (3 – 12+ ن( )  4ن( ) 2+  3ح = )       

2ن 18 –ن 18 – 96=  َح         

/ ث  3سم 12-=  72 – 36 – 96=  4×  18 – 2× 18 – 96=  َث يكون ح 2بعد مرور   

[ ن (3 – 12 )ن( 2+  3) + ن ( 3 – 12ن()  + 4) + ن( + 4ن() 2+  3) ] 2مـ =  (2)  

[ 2ن6 –ن 15+  36+  2ن3 – 48+  2ن2ن + 11+  12 ] 2  = مـ       

  168ن + 52+  2ن14-[ =  84ن + 26+  2ن7-]  2مـ =     

  52ن + 28-=  َمـ      

/ ث  2سم 4-=  52+  56-=  52+  2×  28-=  َلثانية الثانية يكون مـ نهاية ا في  

)           (    n أوجد 
س

  

====================== الحل ===============================    

n     (          )
–
 

   س
= n     (1  )     +

–
 

  س
=

  
n     ( [1 )     +

س
 ]

-1 
=

 
هـ 

-1
   

 

m 

  1س + 
 m س

  1س + 

 س

m 
1 
 m س

1 
 س
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،  1-والمستقيمين س =  |س  |المنطقة المحددة بالمنحنى ص = من دوران  الناشئاختر : حجم الجسم 

دورة كاملة حول محمور السينات = .............1س =   

 t               )د( t  )جـ(                     t   )أ(  t ()ب                       

====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

س .  2س   tس =   . 2ص    t ح =  

 الدالة زوجية وبالتالى فإن 

[ 3س  ]    t 2س =   .  2س   t 2ح =   

t    =   ]) =2 t ×   -  (-    =2t  [  

= ........... (+  1 )ـــــــــــانهـ

صفر                     )ب( هـ                    )جـ(                             )د( )أ(   

====================== الحل ===============================    
   0فإن ص          0ا س         وعندم     الاجابه الصحيحه هى ) هـ ( ليه؟ نفرض أن ص =  

= هـ    + ص (   1+  ص (        = نهــــــــــا  )  1ص    نهـــــــــا )   =س   

1 -1  

j 

 

 

 

-1  

 

 

1 

 

 

j 

 

 

 

-1  

 

 

1 

 

 

j 

 

 

 

-1  

 

 

1 

 

 

-1  

 

 

1 

 

 

 0 س

 س
 

 س
 

 
1 

 هـ
1 

 س
 

 0 ص

 

 
 ص

 0 ص
 ص
1 
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ملعب على شكل مستطيل ينتهى ضلعان متقابلان منه بنصفي دائرة خارج المستطيل طول قطرها مساوياً 
متراً فأثبت أن مساحة سطح المعلب تكون أكبر ما يمكن  400ملعب لطول هذا الضلع . إذا كان محيط ال

 عندما يكون الملعب على شكل دائرة وأوجد طول نصف قطرها  
====================== الحل ===============================    

س 2نفرض طول المستطيل = ص وعرضه =   

طول نصف قطر الدائرة = س   E 

400محيط الملعب =    

                     200س =  tص +                      400س =  t 2ص + 2

س  t  - 200= ص   

 بفرض مساحة الملعب بالدالة د)س( 

 E   2س tس ص + 2=  د)س( 

    2س tس ( +  t  - 200س )2=  د)س( 

    2س t -س  400=  د)س( 

    س t 2- 400)س( =  دَ 

  0)س( =  َبوضع د 

400 -2 t 2                    0=   س t 400=  س            t 200= س     

   س= 

    t 2-)س( =  َ  دَ 

   t   <0 2-( =        )َ  دَ 

تكون مساحة الملعب أكبر مايمكن         عند س =   

  t   =       ×200 – 200  =0  - 200ص = 

سم       أى أن الملعب يكون على شكل دائرة طول نصف قطرها   

س2  

 ص

200 
t 

200 
t 

200 
t 

200 
t 

200 
t 
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والتى كل منهما يميل على المحور السينى الموجب  5=  2+ ص 2أوجد معادلتى المماسين للدائرة س

  2بزاوية ظلها يساوى 

====================== الحل ===============================    

ة الى س ( باشتقاق الطرفين بالنسب1..........)    5= 2+ ص 2س  

( 2) ÷    0=  َص ص 2س + 2  

  0=  َس + ص ص 

س  -= َص ص    

معطى  2=  َ، ص                        =  َص    

(1ص   ) بالتعويض فى 2 -س =                  2=             

  5=  2+ ص 2ص4  

  1 #ص =                                  5=  2ص5

1-أو   ص =                          1عندما ص =  

  2 #س =      

( 1،  2-(                                            عند النقطة )  1-،  2عند النقط )  

 معادلة المماس                                                        معادلة المماس 

  0=  5 –س 2-ص                                               0=  5س + 2-ص 

1يكون ع =  0س                عند س =  . 1س +    س      أوجد   

4يكون ع =  3ع      عند س =  = س .......  1بوضع ع = س +   

وبالتالى  1 –س = ع   
 

س  -  
 ص

س  -  
 ص

j 

 

 

 

0 

 

 

3 

 

 

j 

 

 

1 

 

 

4 

 

 

 
( ع  1 –) ع  ع 

 =
 
j 

 

 

1 

 

 

4 

 

 

 
)
   

-
 

ع
 

ع ) ع 
 =

 

 
]
   

-  
  

ع
 

ع   ]       
1 

4 
=

 
116

 15
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يتقاطعان على التعامد ثم  2=  2+ ص 2( 1) س + ،  2=  2+ ص 2( 1 –أثبت أن المنحنيين ) س 

 أوجد معادلات المماسات لهما عند نقط التقاطع  

====================== الحل ===============================    

المعادلة الثانية  فيبالتعويض  2( 1 –) س  – 2=  2من المعادلة الاولى : ص  

  2=  2( 1 –) س  – 2+  2( 1)س + 

  0=  2 – 1 –س 2+  2س – 2+  1س + 2+  2س

  0س =              0=س 4

 بالتعويض في المعادلة الاولى 

  1=  2ص                2=  2+ ص 1

  1 #ص =  

(  1-،  0( ، ) 1،  0المنحنيان يتقاطعان فى النقطتين )   

  0=  َص ص 2+  ( 1) س +  2&                                0=  َص ص  2( +  1 –)س 2

( 1،  0&                  عند النقطة )                             ( 1،  0عندالنقطة )  

0=  َص  2+  1×  2&                                          0=  َص  2+  1-×  2  

  1 -=  َ&                         ص                                       1 = َص  

( المنحنيان متعامدان 1،  0عند النقطة )   E 

س  -=  1 –= س                &           معادلة المماس ص  1 –معادلة المماس ص   

  1&                   ص + س =                         1س =  –ص           

(  1 -،  0عند النقطة )           &                            (      1-،  0عند النقطة )   

0=  َص  2 – 2&                                                0=  َص  2 – 2-  

 ثم اكمل ......................................
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هـ 3=  َص 
س3

س 2+    

هـ 9=  َ َص 
س3

  +2  

هـ 9=  2 – َ َص 
س3

  

  (  2س –) ص  9=  2 – َ َص 

  1+  3، ص = ن 2+  2إذا كانت المعادلتان البرامتريتان لمنحنى هما س = ن

  1للمنحنى عند ن =  والعموديالمماس  معادلتيأوجد                   

  d ميل المماس عند أى نقطة =

ن ن = 2÷  2ن3 =÷        =  d 

    -، ميل العمودى =   يكون ميل المماس =   1ن =  عند  

  2=  1+  3(1& ص = )   3=  2+  2(1فإن س = ) 1عند ن = 

( تقع على المنحنى 2،  3أى أن النقطة )   

 0=  5 –ص 2 –س 3(       أى  3 –) س   ( =  2 –معادلة المماس : ) ص   

 0=  12 –ص 3س +2(        أى  3 –) س     -( =  2 –: ) ص العموديمعادلة 

 

 

 ص
 ن

 س
 ن
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متر / ث ، فإذا كان  1.2متر في خط مستقيم مقرباً من قاعدة عمود إضاءة بمعدل  1.8يسير رجل طوله 

متراً عن سطح الأرض . أوجد : 5.4ارتفاع مصباح عمود الإضاءة   

 )أ( معدل تغير طول ظل الرجل 

متراً من عمود الإضاءة . 4،8على بعد )ب( معدل تغير بعد رأس الرجل عن المصباح عندما يكون الرجل   

====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5
.4

م 
 

 و

h 

 جـ ب

 د

 هـ

م 4.8  

 ص س

1
.8

م 
 

 ف
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 أوجد قيمة ما يأتى

س    س3هـ 2سj 9( 2)                  س  (1  )j  (1 – 3س –س 3 () 2س ) 
5

 

 

س . 2+س 4س  j   (4)                           س             (3) j        .  

 

س (5 )j ( 1س +3طا)  

====================== الحل ===============================    

 س                    (1  )j  (1 – 3س –س 3 () 2س ) 
5

 

( 3س –س 3) 
6 

+ث  ( 3س –س 3)   
6

= ث +  × =  س   j (3 – 33س –س 3()2س )
5  

 

يمكن حل هذا التكامل باستخدام عمود التكامل س   (2 )j9س3هـ 2س .  

+ ث  س3هـ   +  س3س هـ2 – س3هـ 2س3=   

 

لو 
هـ

+ ث |1- 2س|   = س  j         = س .       j 3س =    (3 )j              .  

 

نلاحظ أن الدالة زوجية وبالتالى س   . 2+س 4س   (4) j   

 

  1 – 2س

س3  

 التكامل  التفاضل

هـ
س3

  

هـ
س3

  

هـ
س3

  

هـ
س3

  

2س9  

س18  

18 

 صفر

+ 

- 

+ 

  1 – 2س

س3  

  1 – 2س

 س

  1 – 2س

س2  

-1  

1 

-1  

1 
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سj2=                         |س|j 2س =    . 2+س 4س   (4) j   

  =    ]


( 1+  2] )س   = 

 

س  j            .    -س =  .           jس =    (5 )j ( 1س +3طا)  

 

لو 
هـ

|( 1س +3قا ) |   لو 
هـ

= + ث  |(  1س + 3حتا )  |    =-  

س دورة 2والمستقيم ص =  2وران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = سأوجد حجم الجسم الناشئ من د

 كاملة حول محور السينات 

====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

 

 

س .  1+  2س  
-1  

1 

0 

1 

س .  1+  2س  
0 

1 

0 

1  - 2 4 

3 

( 1س + 3حا)  

( 1س + 3حتا)  
( 1س + 3حا)3-  

( 1س + 3حتا)  
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سم  0.5ر سم / ث بينما يتزايد عرضه بمقدا1سم يتناقص طوله بمعدل  5سم وعرضه  12مستطيل طوله 

، ثم أوجد الزمن الذى تتوقف بعده المساحة في التزايد . كم تكون  متى يصبح الشكل مربعا/ث . أوجد 

 مساحة المستطيل حينئذ ؟ 

====================== الحل ===============================    
 بعد مرور ن ثانية يكون 

ن (  0.5+  5العرض = )                       ن (       ، – 12الطول = )   

  2ن0.5 –+ ن  60ن ( = 0.5+   5ن ()  – 12= )مـ 

ن  – 1=          

ن 0.5+  5ن =  – 12يكون المستطيل مربعا عندما   

ن                    ن=  1.5=  7   

ث  1أى بعد               0تتوقف المساحة عن الزيادة عندما      =   

   2سم 60.5=  0.5 – 1+  60=  2ن0.5 –+ ن  60= مـ 

 

 

 

====================== الحل ===============================    
  hب مماس للدائرة ، م ب نصف قطر 

  E h  بn   م ب  

+  c   =               =1قتا   

=  c – 1قتا   

نق   

    2 -= =      يكون        c( وعند  cظتا  cقتا  -= نق)                 ( c – 1س = نق ) قتا 

 مـ
 ن

14 
3 
 مـ
 ن

 نق + س 
 نق

 س

 نق
 س

 نق
 س
c 

t  
6 

 س
c 
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====================== الحل ===============================    
ر ()س( = د ] ر)س([  =                  =  °اولًا نوجد ) د   

 

          )                 (               =     =  

 

=                 يكون                           =    2 -عند س =   

 

 يساوى المربعةومحور السينات مقدرة بالوحدات       2س – 4   ص = مساحة المنطقة المحددة اختر : 

........................  بالمنحنى ص =    

   t 4)د(                   t 2)جـ(                         4)ب(                               2 )أ(

====================== الحل ===============================    

2س – 4   ص =   e   

          2س – 4=  2بتربيع الطرفين    ص

وهى معادلة دائرة مركزها نقطة الأصل  4=  2+ ص 2س   

تين وطول نصف قطرها وحد  

×4  ×2   =2t  t   t 2نق  =   ×  2ص .دس  =     2 س= ص .    مـ =   

 

2 
  1ر)س( + 

2 
  1س + 3

2 
  1س + 3

- 2  ×3  

( 1+  س3)
2

 

-6    

( 1س + 3)
2

 

-6    

(-6  +1 )
2

 

-6    
25 

j 

 

 

 

-2  

 

 

2 

 

 

j 

 

 

 

0  

 

 

2 
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 أوجد 

 

====================== الحل ===============================    
 نلاحظ أن البسط هو المشتقة الأولى للمقام 

= لو                              
هـ

 E | جتاس –جاس  | 

 

 أوجد 
 

====================== الحل ===============================    

س  هـ j 5+ س 
س2-

  .  س هـ j 3=  س
س2-

 .  ( هـ 5س +3 ) 
س2-

  . j 

 

س  هـ j 5+  [س 
س2-

 .   j هـ
 س2-

.  س هـ 
س2-

  +   3 [ -   

س هـ j 5+ س 
س2-

  .   j هـ
س2-

 .  س هـ 
س2-

  +  -  

 

هـ 
س2-

  + ث  هـ 
س2-

 -  س هـ  
س2-

 - - 

هـ 
س2-

+ ث     س هـ  
س2-

 - - 

 

 

 

 

 تكامل بالتجزىء

1 
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====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

 

 

 اختر 

 

  2-)د(                     2)جـ(                               1-)ب(                             1 )أ(

====================== الحل ===============================    
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 اختر 

 

 

  -)د(                               2-)جـ(                             3 (ب)                     )أ(     

====================== الحل ===============================    

   -=                = ميل العمودي            5ص = 3هى س +  العموديمعادلة 

 E 3=  (1،  2ميل المماس عند النقطة ) 

 

 

 

============================ الحل =========================    

معامل س  -  
  صمعامل 
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س .|حاس|

====================== الحل ===============================    

(= ...............0) َفإن د                            هـ إذا كانت د)س( = اختر :   

  2)جـ( صفر                     )د(                      2-)ب(                          4-)أ( 

====================== الحل ===============================    

تذكر أن  هـ 
لو

هـ
س   

=
 

س
 

 

  1س + 2 – 3د)س( = هـ                           = س

  2 – 2س3)س( =  دَ 

2-=  2 – 0×  3( = 0) دَ   

 

 

 

====================== الحل ===============================    

j 

 

 

 

0 

 

 

10t  

 

لو
هـ

(1س + 2 – 3) س   

لو
هـ

(1س + 2 – 3) س   
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  3الشكل د)س( = س في

 ب جـ hأوجد أكبر مساحة للمستطيل   

ـــــــــــــــــــــــــالحل ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 

 

 

 

 

 

 

  dس         أوجد   2س حاس حتاس حتا4إذا كانت ص = 

====================== الحل ===============================    
حاس حتاس2س =2تذكر قبل الحل أن = حا  

س2س حتا2حاس 2س = 4حاس حتا س حتا2× س 2س = 4س حاس حتا س حتا 4ص =   

س  4ص= س حا  

d س 4س + حا4حتا4× = س  
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====================== الحل ===============================    
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====================== الحل ===============================    
 

 

 

 
 

====================== الحل ===============================    
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====================== الحل ===============================    
 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

( 1) َ+ س  فأوجد د  2س( = س2إذا كان د)

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــالحل ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

  1=          ( = 1) َس( =                        د 2) دَ           1س + 2=  2× س( 2) دَ 

 

  1س + 2
2 

1  +1  
2 
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عند النقطة حـ : إذا كان المستقيم ل مماساً للدالة د  قابلمالشكل الفى   

( 0،  4( وكانت ب)  4  ،0-)  hمحمور السينات فى النقطة يقطع   

ب حـ  h "فأوجد مساحة  9( = 4) َ( + د 4د)وكان   

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــالحل   

=         حـ ( =  h( = ميل المماس = طا ) ب 4) َ= ب حـ             ، د  (4د)  

9( = 4) َ( + د 4د)  

  8ب حـ =                9=                        9=          +  حـب 

  ×8  ×8  =32  =  ب حـ h "مساحة   

  

 

 

h ب 

 حـ

ب حـ  

        
    

hب 

    

    
     

ب حـ  

        
    

8  

ب حـ  

        
    

8  

ب حـ 9

        
     

8  
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  1ص = 9والعمودين على المستقيم س +  5+  س3 – 3المماسين للمنحنى ص= س معادلتيأوجد 

====================== الحل ===============================    

   -، ميل المستقيم المعطى =               3 – 2سd  =3 المماسميل 

   9المماس = ميل                                                      

  2 # س =               4=  2س           12=  2س3             9=  3 – 2س3

(  7،  2) ( &  3،  2-التماس هما ) نقطتا   

  0=  21 – س9 –، ص  0=  11+  س9 –المماسين هما ص معادلتا 

  

 فيات الاحداثي محوريالساقين مع  متساوييصنع مثلثاً  50=  2+ ص 2كان المماس للمنحنى سإذا 

 الربع الأول  فأوجد معادلة هذا المماس 

====================== الحل ===============================    
 


